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1. INTRODUCTION
L'objet de ce travail est l'etude des proprietes du caractere d'uneÂ Â Â Á
representation d'algebre dans une algebre d'Azumaya e.g., dans uneÂ Á Á
.algebre de matrices et la caracterisation de ces caracteres parmi lesÁ Â Á
fonctions centrales. La notion-clef est celle de pseudo-caractere, cf defini-Á Â
. w xtion 2.1 due a R. Taylor Tay , qui a etudie le cas d'algebres de groupesÃ Á Â Â Á
sur un corps algebriquement clos de caracteristique nulle.Â Â
Nous verifions tout d'abord que le caractere d'une representation est unÂ Á Â
 .pseudo-caractere proposition 3.1 .Á
Nous etablissons, pour une algebre sur un corps, une correspondanceÂ Á
bijective entre representations absolument irreductibles dans une algebreÂ Â Á
centrale simple de dimension n2 et pseudo-caracteres absolumentÁ
 .irreductibles de dimension n, donnee par la trace reduite theoreme 4.2 .Â Â Â Â Á
Lorsque toute algebre centrale simple sur le corps K est isomorphe a uneÁ Á
algebre de matrices sur K, alors l'application qui a une representation faitÁ Á Â
correspondre son caractere induit une bijection entre representationsÁ Â
absolument irreductibles dans une algebre de matrices de dimension n2Â Á
sur K et pseudo-caracteres absolument irreductibles de dimension n dansÁ Â
 .K corollaire 4.4 .
Ensuite, nous construisons une bijection entre representations absolu-Â
ment irreductibles dans une algebre d'Azumaya de rang constant n2 etÂ Á
pseudo-caracteres de dimension n tels que les pseudo-caracteres residuelsÁ Á Â
 .associes soient absolument irreductibles de dimension n theoreme 5.1 .Â Â Â Á
De cette correspondance se deduisent des resultats de H. Carayol et J.-P.Â Â
w xSerre Ca, Se sur les caracteres de representations dans des anneauxÁ Â
 .locaux corollaires 5.3 et 5.4 .
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Ainsi, le probleme de «remonter» une representation residuelle estÁ Â Â
equivalent a celui de remonter son caractere en un pseudo-caractere,Â Á Á Á
 .resultat du a L. Nyssen corollaire 5.2 . Alors, etant donnee une algebreÂ Ã Á Â Â Á
sur un anneau local et une representation residuelle absolument irreduct-Â Â Â
ible, nous construisons une deformation universelle d'une telle representa-Â Â
w xtion, generalisant et simplifiant une construction de B. Mazur Ma .Â Â
Je tiens a remercier J.-P. Serre, qui m'a suggere ce travail, pour sesÁ Â Â
encouragements et commentaires; je remercie egalement M. Broue pourÂ Â
son aide lors de la redaction d'une version preliminaire et L. ScottÂ Â
pour plusieurs discussions ainsi que pour son hospitalite a l'universite deÂ Á Â
Charlottesville.
Â Â Â Â Â2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES
Soit A un anneau commutatif et R une A-algebre.Á
 .   .Soient f g Hom R, A une fonction centrale i.e. telle que f xy sA
 . .  4.f yx pour tous x, y g R et n un entier. Soit S s S 1, . . . , n len
 4groupe symetrique sur l'ensemble 1, . . . , n et « le caractere signature deÂ Á
 . nS . On definit l'application S f : R ª A parÂn n
S f x s « s s ? f x .  .  .  .  .n
sgS n
 . npour x s x , . . . , x g R et ou pour s g S se decomposant en produitÁ Â1 n n
 .  .de cycles disjoints s s s ??? s , si s s j , . . . , j , alors on pose s x1 k i 1 m i
 . .   ..   ..s x ??? x et s ? f x s f s x ??? f s x .j j 1 k1 m
Soit t g S . La decomposition de ty1st en produit de cycles disjointsÂn
y1  y1 .  y1 .  . y1est t st s t s t ??? t s t et si s s j , . . . , j , alors on a t s t s1 k i 1 m i
  .  ..  . .  y1 . . .t j , . . . , t j . Ainsi, s ? f t ? x s t st ? f x . Il en resulte queÂ1 m
 .S f est symetrique.Ân
 .DEFINITION 2.1. Si d est un entier positif, on dit que f g Hom R, AÂ A
 .est un pseudo-caractere de dimension d de R sur A et on note dim f s dÁ
si:
 .  .  .1 f xy s f yx pour tous x, y g R,
 .  .2 d est le plus petit entier positif k tel que S f s 0.kq1
 .Nous verrons proposition 2.3 que si f est un pseudo-caractere deÁ
 .dimension d, alors S f s 0 pour k G d.kq1
Nous dirons que f est irreductible s'il n'existe pas deux pseudo-caracteresÂ Á
f et f tels que f s f q f et dim f s dim f q dim f il resulte duÂ1 2 1 2 1 2
.lemme 2.8 que c'est equivalent a dim f G dim f q dim f .Â Á 1 2
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L'application S apparaõt dans le cas de caracteres irreductibles d'unÃ Á Ân
w xgroupe fini chez Frobenius Fr , ou elle est definie comme une deriveeÁ Â Â Â
n-eme du facteur irreductible du «Gruppendeterminant» associe a unÁ Â Â Á
caractere irreductible donne. Qu'un caractere irreductible d'un groupeÁ Â Â Á Â
w xfinit soit un pseudo-caractere est demontre par Frobenius Fr, §3, 21 .Á Â Â
La definition de pseudo-caractere donnee ici est une legere modificationÂ Á Â Â Á
wde la notion originale de «pseudo-representation» due a R. Taylor Tay,Â Ã Á
x   .  .  .§1 Taylor demandait, a la place de 2 , S f s 0 et f 1 s d ? 1 ;Á dq1 A
notre definition permet d'avoir une dimension bien determinee pourÂ Â Â
 .chaque pseudo-caractere et nous verrons proposition 2.4 que pour AÁ
 . .integre, si f est un pseudo-caractere, alors f 1 s dim f ? 1 . Dans le casÁ Á A
particulier ou n s 2, une definition plus restrictive avait ete introduiteÁ Â Â Â
w xauparavant par A. Wiles Wi, 2.2 .
 .  .Pour f g Hom R, A une fonction centrale, on pose S f s 1. Pour IA 0
< <un ensemble fini, on note I le cardinal de I.
 .LEMME 2.2. Soient n un entier positif, f g Hom R, A une fonctionA
centrale et x , . . . , x g R. On a1 nq1
S f x , . . . , x s f x S f x , . . . , x .  .  .  .  .nq1 1 nq1 nq1 n 1 n
n
y S f x , . . . , x , x x , x , . . . , x . .  . n 1 iy1 i nq1 iq1 n
is1
1 .
 4Soit g une seconde fonction centrale. On note E s 1, . . . , n . On a
 4  4S f q g x , . . . , x s S f x S g x . 2 .  .  .  .  . .  .n 1 n < I < i < EyI < iigI igEyI
I;E
ou I decrit les sous-ensembles de E.Á Â
Preu¨e. On a
n
S f x , . . . , x s « s s ? f x , . . . , x .  .  .  .  . nq1 1 nq1 1 nq1
is1  .sgS , s i snq1nq1
q « s s ? f x , . . . , x . .  .  . 1 nq1
 .sgS , s nq1 snq1nq1
En outre,
« s s ? f x , . . . , x .  .  . 1 nq1
 .sgS , s nq1 snq1nq1
s f x S f x , . . . , x .  .  .nq1 n 1 n
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et pour 1 F i F n,
« s s ? f x , . . . , x .  .  . 1 nq1
sgS ,nq1
 .s i snq1
s yS f x , . . . , x , x x , x , . . . , x , .  .n 1 iy1 i nq1 iq1 n
d'ou la premiere egalite. On aÁ Á Â Â
 4S f q g x .  .n i igE
 4  4s « s s ? f x s ? g x .  . .  . .  < I i < EyI iigI igEyI
 .  .sgS E I;E , s I sI
 4  4s « s « s s ? f x s ? g x , .  .  .  . .  .  1 2 1 i 2 iigI igEyI
I;E  .s gS I ,1
 .s gS EyI2
d'ou la deuxieme egalite.Á Á Â Â
 .Il resulte alors immediatement du lemme 2.2 1 :Â Â
PROPOSITION 2.3. Si f est un pseudo-caractere de dimension n, alorsÁ
 .S f s 0 pour k ) n.k
PROPOSITION 2.4. Supposons A est integre. Si f est un pseudo-caractere deÁ Á
 .dimension n, alors f 1 s n ? 1 .A
Preu¨e. Si n s 0, alors le resultat est clair. Sinon, soient x , . . . , x g R.Â 1 n
 . .   . .  . .On a S f x , . . . , x , 1 s f 1 y n ? 1 S f x , . . . , x , d'apres leÁnq1 1 n A n 1 n
 .  .  .lemme 2.2 1 . Puisque S f / 0 et A est integre, on a donc f 1 s n ? 1 .Án A
 4LEMME 2.5. Soient k un entier, 1, . . . , k s I j ??? j I une partition de1 l
 4 Ij1, . . . , k . Soit x s x = ??? = x ou x g R . Supposons yy9 s y9y s 0 pourÁ1 l j
tous y et y9 elements de x et x , lorsque i / j.ÂÂ i j
 .Alors, pour f g Hom R, A une fonction centrale, on aA
l
S f x s S f x . .  .  .  .k < I < jj
js1
Preu¨e. Soit s g S ayant une orbite dont les intersections avec deuxk
parties distinctes I et I sont non vides. Soit alors s 9 un cycle de si j
 .  . .correspondant a un telle orbite. On a s 9 x s 0 et donc s ? f x s 0.Á
 .  . . .  .  .Ainsi, S f s  « s s ? f x ou s decrit S I = ??? = S I .Á Âk s 1 l
LEMME 2.6. Soit f un pseudo-caractere de R. Pour tout x g R nilpotent,Á
 .f x est nilpotent.
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 r .  .1qdim fPreu¨e. Soit x tel que f x est nilpotent pour r G 2. Alors f x
 . .  .est nilpotent, puisque S f x, . . . , x s 0, d'ou f x est nilpotent.Á1qdim f
Ainsi, si x est nilpotent, il existe un entier r ) 1 tel que x r s 0, donc tel
 i.  ry1. i.que f x est nilpotent pour i G r et en particulier f x est nilpotent
pour i G 2. Il resulte de ce qui precede par recurrence descendante sur rÂ Â Á Â
 .que f x est nilpotent.
 .LEMME 2.7. Soient f g Hom R, A une fonction centrale et k un entierA
 .tel que k! n'est pas un di¨ iseur de 0 dans R. On a S f s 0 si et seulement sik
 . .S f x, . . . , x s 0 pour tout x g R.k
k .Preu¨e. Soient S R la puissance symetrique k-eme du A-module RÂ Á
k k .  .et w l'application R ª S R definie par w x , . . . , x s x ??? x . Par laÂ 1 k 1 k
k .  .propriete universelle de S R , puisque S f est k-lineaire et symetrique,Â Â Â Âk
 k . .  . il existe g dans Hom S R , A tel que S f s g (w voir par exempleA k
w x.Bki1, Chapitre III, §6, proposition 6 .
Soit A9 le localise de A en la partie multiplicative engendree par k!,Â Â
 .R9 s A9 m R et f 9 s id m f g Hom R9, A9 . Puisque k! n'est pas unA A9 A9
diviseur de 0 dans R, donc dans A, les morphismes canoniques A ª A9 et
 .  .R ª R9 sont injectifs. Comme S f 9 est k-lineaire, on a S f 9 s 0 si etÂk k
 .  . .seulement si S f s 0 et S f 9 x, . . . , x s 0 pour tout x g R9 si etk k
 . .seulement si S f x, . . . , x s 0 pour tout x g R. Par consequent, il suffitÂk
de demontrer le lemme pour k! inversible dans A, ce que nous supposonsÂ
desormais.Â
k .Lorsque k! est inversible dans A, le A-module S R est engendre parÂ
k w xles x avec x g R Bki 1, Chapitre III, §6, remarque 3 et par consequentÂ
 .  . .S f s 0 si et seulement si S f x, . . . , x s 0 pour tout x g R.k k
LEMME 2.8. Soient f et g deux pseudo-caracteres. Alors, f q g est unÁ
 .pseudo-caractere et dim f q g F dim f q dim g.Á
 .  .  .En outre, si A est integre, dim f q dim g !? 1 / 0 et dim f !? dim g !Á A
 .n'est pas un di¨ iseur de 0 dans R, alors dim f q g s dim f q dim g.
De meme, si A est integre, R est le produit direct de deux sous A-algebres RÃ Á Á 1
 .  .  .et R , telles que f R s g R s 0, alors dim f q g s dim f q dim g.2 2 1
Preu¨e. Soient m s dim f et n s dim g. Il resulte immediatement deÂ Â
 .la deuxieme egalite du lemme 2.2 que S f q g s 0.Á Â Â nqmq1
 . .D'apres le lemme 2.7, il existe x, y g R tels que S f x, . . . , x / 0 etÁ m
 . .S g y, . . . , y / 0. Soit alors k l'entier positif minimal tel quen
S g x , . . . , x , y , . . . , y / 0. .  /n ^ ` _ ^ ` _
n y k termes k termes
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 .On a alors, d'apres le lemme 2.2 2 ,Á
S f q g x , . . . , x , y , . . . , y .  /mq n ^ ` _^ ` _
m q n y k k
m q n y ks S f x , . . . , x S g x , . . . , x , y , . . . , y . .  .  .  /m n / ^ ` _n y k ^ ` _
n y k k
 .  .Si m q n !? 1 / 0, on a donc S f q g / 0.A mqn
Si R est le produit direct de deux sous A-algebres R et R , telles queÁ 1 2
 .  .f R s g R s 0, alors grace au lemme 2.5 on conclut encore queÃ2 1
 .S f q g / 0.mq n
Remarque 1. Si r est un entier strictement positif et r ? 1 s 0, f unA
 .pseudo-caractere non nul et g s r y 1 f , alors g est un pseudo-caractere,Á Á
f q g s 0 est un pseudo-caractere nul, c'est-a-dire de dimension nulle,Á Á
 .bien que dim f q dim g ) 0 s dim f q g .
La multilinearite de S rend immediat le lemme suivant:Â Â Ân
 .LEMME 2.9. Soit A9 une A-algebre commutati¨ e. Soit f g Hom R, AÁ A
une fonction de classe et f 9 l'extension de f a R m A9. Si f est un pseudo-Á A
caractere, alors f 9 est un pseudo-caractere de R m A9 et dim f 9 F dim f.Á Á A
Si en outre A9 est un A-module fidele, alors f est un pseudo-caractere si etÁ Á
seulement si f 9 est un pseudo-caractere et dans ce cas, dim f 9 s dim f.Á
Ã .   ..Si f g Hom R, A , on note f g Hom R, Hom R, A l'applicationA A A
Ã  ..donnee par x ¬ y ¬ f xy . Si f est une fonction centrale, alors ker f estÂ
un ideal de R.Â
DEFINITION 2.10. Soit f un pseudo-caractere. On dit que f est fidele siÂ Á Á
Ãker f s 0.
PROPOSITION 2.11. Supposons R de type fini comme A-module. Soit f un
pseudo-caractere fidele de R dans A, A9 une A-algebre et f 9 l'extension de f aÁ Á Á Á
R m A9. Si R est de type fini comme A-module et A9 plat sur A ou si A9 estA
projectif sur A, alors f 9 est fidele.Á
Ã  .Preu¨e. L'application f : R ª Hom R, A est injective et A9 est platA
sur A, donc l'application obtenue par extension des scalaires R m A9 ªA
  ..Hom R, A m A9 est encore injective. Mais l'hypothese sur R et A9ÁA A
  ..implique que l'homomorphisme canonique Hom R, A m A9 ªA A
 . wHom R m A9, A9 est injectif Bki3, Chapitre I, §2, proposition 11;A9 A
ÃxBki1, Chapitre II, §5, Proposition 7 et on en deduit alors que f 9 estÂ
injectif.
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LEMME 2.12. Soit f un pseudo-caractere fidele de dimension n de R. SoitÁ Á
A9 une A-algebre commutati¨ e, R9 s R m A9 et f 9 l'extension de f a R9.Á ÁA
Soient x , . . . , x g R9. On a1 n
< <I  4y1 S f 9 x x ??? x s 0 .  .  . ny < I < i s 1. s  < I <.ifI
I , s
 4ou I decrit les sous-ensembles de 1, . . . , n et s decrit l'ensemble desÁ Â Â
 < <4bijections 1, . . . , I ª I.
Preu¨e. L identite a prouver etant multilineaire, il suffit de la prouverÂ Á Â Â
pour A9 s A. Soit y g R. On a
< <I  4S f x , . . . , x , y s y1 S f x f x ??? x y .  .  .  .  . .nq1 1 n ny < I < i s 1. s  < I <.ifI
I
 4ou I decrit les sous-ensembles de 1, . . . , n et s decrit l'ensemble desÁ Â Â
 < <4bijections 1, . . . , I ª I. Ainsi,
S f x , . . . , x , y .  .nq1 1 n
< <I  4s f y1 S f x x ??? x y s 0. .  .  . ny < I < i s 1. s  < I <.ifI / /
I
< I < Ã .  . 4 .Finalement,  y1 S f x x ??? x g ker f s 0.I ny < I < i if I s 1. s  < I <.
Une consequence directe de ce lemme est:Â
LEMME 2.13. Soit f un pseudo-caractere fidele de dimension n de R. SoitÁ Á
A9 une A-algebre commutati¨ e, R9 s R m A9 et f 9 l'extension de f a R9.Á ÁA
Alors, tout element de R9 est annule par un polynome de degre n sur A9.ÂÂ Â Ã Â
 .Pour x g R9, on a P x s 0, ouÁx
n n!nyk kP t s y1 S f 9 x , . . . , x t . .  .  .  .x nykn y k ! .ks0
LEMME 2.14. Soit f un pseudo-caractere fidele de R. Soit A9 une A-algebreÁ Á Á
commutati¨ e, R9 s R m A9 et f 9 l'extension de f a R9.ÁA
Si e , . . . , e sont des idempotents non nuls deux a deux orthogonaux de R9,Á1 k
alors k F dim f.
 .Preu¨e. Soit n s dim f et supposons k ) n. On a S f 9 e ,nq1 1
.  .  .  . . . . ,e s f 9 e ??? f 9 e s 0. Notons que P 1 s 0 notations dunq1 1 nq1 ei
.  .  .lemma 2.13 . Soit i minimal tel que f 9 e ??? f 9 e s 0. Si i s 1, alors1 i
P s t n, ce qui est impossible.ei
 .  .  .  .  . nOn a alors f 9 e ??? f 9 e P t s f 9 e ??? f 9 e t , d'ou finalementÁ1 iy1 e 1 iy1i
 .  .  .  .  .f 9 e ??? f 9 e P 1 s f 9 e ??? f 9 e s 0, ce qui contredit1 iy 1 e 1 iy 1i
l'hypothese. Ainsi, k F n.Á
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Â3. LES REPRESENTATIONS INDUISENT DES
ÁPSEUDO-CARACTERES
 wNous prouvons ici la proposition suivante comparer avec Lo, theoremeÂ Á
x.9.3.4 :
PROPOSITION 3.1. Soit r : R ª S une representation de R dans une A-Â
algebre d' Azumaya S. Soit x la trace reduite de r. Alors, x est unÁ Â
pseudo-caractere. Si S est de rang n2 sur A, alors x est de dimension auÁ
plus n.
Preu¨e. Il est clair qu'il suffit de traiter le cas ou R s S et r estÁ
l'identite. Il suffit de prouver la proposition pour A remplace par A et RÂ Â m
 .remplace par R m A , pour tout ideal maximal m de A lemme 2.9 . ParÂ ÂA m
consequent, on peut supposer A local. Quitte a etendre les scalaires deÂ Á Â
 .  wmainiere fidelement plate, on peut supposer que R s M A cf. Kn-Oj,Á Á n
x.Chapitre III, corollaire 6.7 . On peut remplacer A par un anneau commu-
tatif integre de caracteristique 0 dont A est un quotient. On peut alorsÁ Â
remplacer A par une cloture algebrique de son corps des fractions.Ã Â
Ainsi, on suppose maintenant que A est un corps algebriquement closÂ
de caracteristique nulle. Soit k un entier, k ) n. D'apres le lemme 2.7, ilÂ Á
 . .  .suffit de montrer que S x x, . . . , x s 0 pour tout x g M A . Lesk n
 .matrices diagonalisables etant denses dans M A pour la topologie deÂ n
Zariski, il suffit de verifier cette annulation pour les matrices diagonali-Â
sables et en fait seulement pour les matrices diagonales, puisque
 . .  . .S x x, . . . , x s S x y, . . . , y si x et y sont conjuguees. Soit x uneÂk k
 . n mkmatrice diagonale de M A . Soit V s A . Alors, x agit sur V parn
 .  . mkx ¨ , . . . , ¨ s x¨ , . . . , x¨ . Le groupe symetrique S agit sur V parÂ1 n 1 n k
permutation des facteurs et cette action commute avec celle de x. Soit
 4 mks g S . Alors, dans la base canonique e m ??? m e de Vk i i 1F i F n1 k j
 4induite par la base e de V, la matrice de l'endomorphisme induiti 1F iF n
par xs est monomiale car la matrice de l'endomorphisme induit par x est
diagonale. Soit s s s ??? s la decomposition de s en produit de cyclesÂ1 m
disjoints. Les vecteurs de base fixes par s sont les e m ??? m e tels quei i1 k
i s i pour 1 F j F k. Par consequent, la trace de xs sur V mk estÂs  j. j
 c1.  cm.x x ??? x x , ou c , . . . , c sont les longueurs des cycles de s . Ainsi,Á 1 m
 . mk  . .la trace de x « s s sur V est S x x, . . . , x . Puisque l'actions g S kk
 . mkde x commute avec celle de S , la trace de x « s s sur V estk s g S k
  . . mkegale a la trace de x sur  « s s V qui est la puissance k-emeÂ Á Ás g S k
 .antisymetrique de V, donc est nulle puisque k ) n. Ainsi, S x x, . . . ,Â k
.x s 0.
COROLLAIRE 3.2. Soit k un entier positif et soit P le polynome donne parÃ Âk
 .  . csP t s  « s t ou c designe le nombre d'orbites de s . Alors, on aÁ Âk s g S sk
P t s t y k q 1 t y k q 2 ??? t y 1 t . .  .  .  .k
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Preu¨e. Avec les hypotheses et les notations de la proposition prece-Á Â Â
 .  . .dente, on a P n s S x 1, . . . , 1 s 0 pour k ) n. Par consequent, lesÂk k
entiers 0, . . . , k y 1 sont des racines de P . Or, P est de degre k et estÂk k
unitaire, d'ou le resultat.Á Â
Comme me l'a explique S. Kim, ce corollaire peut se deduire de laÂ Â
formule du determinant de Cauchy.Â
COROLLAIRE 3.3. Soit R une algebre de matrices de dimension n2 sur unÁ
corps K. Soit a un entier strictement positif a¨ec a - p si le corps K est de
caracteristique p strictement positi¨ e. Alors, le pseudo-caractere a Tr est deÂ Á
dimension a n.
Preu¨e. Soit 1 s e q ??? qe une decomposition de l'unite de R enÂ Â1 n
somme d'idempotents primitifs deux a deux orthogonaux. On a, d'apres leÁ Á
lemme 2.5,
n
S a Tr e , . . . , e , . . . , e , . . . , e s S a Tr e , . . . , e .  .  . /a n 1 1 n n a i i^ ` _ ^ ` _ is1
a a n
ns P a Tr e s P a / 0. .  . . a i a
is1
 .Ainsi, dim a Tr G a n. En outre, d'apres la proposition 3.1, on aÁ
 .dim Tr F n. D'apres le lemme 2.8, on a dim a Tr F a dim Tr, d'ou leÁ Á
resultat.Â
Â4. CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS SUR
UN CORPS
Nous supposons ici que K est un corps commutatif et R une K-algebre.Á
ÃLEMME 4.1. Soit f un pseudo-caractere de R dans K. Alors, Rrker f estÁ
une algebre semi-simple. En outre, les centres des facteurs simples de cetteÁ
algebre sont des extensions separables de K.Á Â
Ã ÃPreu¨e. Quitte a remplacer R par Rrker f , on peut supposer ker f s 0.Á
Alors, d'apres le lemme 2.13, tout element de R est annule par unÁ Â Â Â
polynome de degre dim f sur K.Ã Â
 .Soit V un R-module irreductible et D s End V : c'est un corps deÂ R
wcentre contenant K, d'apres le lemme de Schur Bki2, Chapitre VIII, §4,Á
x  .proposition 2 . L'image de R dans End V est un sous-anneau dense SK
 . wde End V , d'apres le theoreme de densite de Jacobson Bki2, ChapitreÁ Â Á ÂD
xVIII, §4, theoreme 1 . Si V est de dimension infinie sur D, alors pour toutÂ Á
entier n ) 0, il existe un morphisme surjectif d'un sous-anneau de S dans
 0.  0 . w xM D D est le corps oppose a D Bki2, Chapitre VIII, §4, exercice 9 .Â Án
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Or, tout element de R, donc de S, est annule par un polynome de degreÂ Â Â Ã Â
 0.dim f sur K : ainsi, tout element de M D est annule par un polynomeÂ Â Â Ãn
de degre dim f sur K ; c'est impossible pour n ) dim f. Ainsi, V est deÂ
dimension finie sur D.
Soient k un entier, V , . . . , V des R-modules irreductibles deux a deuxÂ Á1 k
non isomorphes et V s V [ ??? [ V . Alors, d'apres le theoreme deÁ Â Á1 k
w x  .densite Bki2, Chapitre VIII, §4, corollaire 1 , l'image de R dans End VÂ K
k  .  .est egale a  End V ou D s End V . Ainsi, R a un quotientÂ Á Áis1 D i i R iik  0.  .isomorphe a P M D ou n s dim V .Á Áis1 n i i D ii i
Notons que si S est une sous-algebre de R et S9 un quotient de S, alorsÁ
tout idempotent de S9 est l'image d'un idempotent de S: en effet, soit
e g S9 un idempotent et x g S d'image e. Alors, la K-sous-algebre de SÁ
engendree par x est de dimension finie, puisque x est annule par unÂ Â
wpolynome non nul sur K. Il resulte alors de Bki3, Chapitre III, §4,Ã Â
xexercice 5 qu'il existe un idempotent de la sous-algebre engendree par x,Á Â
d'image e.
 .  .Soient 1 , . . . , 1 les unites de End V , . . . , End V : ce sont desÂ1 k D 1 D k1 k widempotents non nuls deux a deux orthogonaux. Suivant Bki3, ChapitreÁ
xIII, §4, exercice 5 , il existe des idempotents deux a deux orthogonauxÁ
 .e , . . . , e de R tels que l'image de e dans End V est 1 , pour tout i,1 k i K i
1 F i F k. D'apres le lemme 2.14, on a donc k F dim f. Ainsi, R a au plusÁ
dim f classes d'isomorphisme de modules irreductibles.Â
 .  .Montrons que J R s 0. Soit x g J R . Soit P un polynome de degreÃ Â
 .dim f tel que P x s 0. Soit r G 0, a g K et Q un polynome tels queÃ
r .  .  .P s aX 1 q XQ . Puisque x g J R , 1 q xQ x est inversible a droite.Á
 . r  .. rOr, P x s ax 1 q xQ x s 0, donc x s 0 et r ) 0. Ainsi, x est nilpo-
 .tent d'ordre r F dim f. Par consequent, l'ideal J R est nilpotent. Ainsi,Â Â
 .d'apres le lemme 2.6, on a J R s 0, puisque f est un pseudo-caractereÁ Á
fidele. L'algebre R, n'ayant qu'un nombre fini de classes d'isomorphismeÁ Á
de modules irreductibles, lesquels sont de dimension finie, et ayant unÂ
radical nul, est donc un produit fini d'algebres simples: ceci prouve laÁ
premiere partie du lemme.Á
Soit S une sous-algebre simple de R qui est facteur direct. La restrictionÁ
f 9 de f a S est un pseudo-caractere fidele de R. D'apres 2.11, l'applicationÁ Á Á Á
 .  .f 9 m 1 : S m Z S ª Z S est un pseudo-caractere fidele de S mÁ ÁZS . K K
 .  .Z S . D'apres la premiere partie du lemme, l'algebre S m Z S est doncÁ Á Á K
 .semi-simple: par consequent, Z S est une extension separable de K.Â Â
Nous dirons qu'un pseudo-caractere f de R dans K est absolumentÁ
irreductible si pour toute extension L de K, le pseudo-caractere f m 1 deÂ Á L
R m L dans L est irreductible.ÂK
THEOREME 4.2. Soit f un pseudo-caractere absolument irreductible deÂ Á Á Â
Ãdimension n de R dans K. Alors, Rrker f est une algebre centrale simple surÁ
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K, de dimension n2 et f est la trace reduite de la representation absolumentÂ Â
Ãirreductible R ª Rrker f.Â
Preu¨e. On peut supposer que f est fidele et donc, d'apres le lemmeÁ Á
4.1, on peut supposer que R est isomorphe a un produit d'algebres simplesÁ Á
sur K dont les centres sont des extensions separables de K. Soit K uneÂ s
cloture separable de K. Alors, R m K est isomorphe a un produitÃ Â ÁK s
w xd'algebres de matrices sur K Bki2, Chapitre VIII, §10, corollaire 3 . EnÁ s
outre, d'apres 2.11, l'extension f 9 de f a R m K est encore un pseudo-Á Á K s
caractere fidele et irreductible car f est absolument irreductible. Si R mÁ Á Â Â K
K est isomorphe a une algebre de matrices de dimension n2 sur K et f 9Á Ás s
est la trace correspondante, alors R est isomorphe a une algebre centraleÁ Á
simple de dimension n2 sur K et f est la trace reduite correspondante.Â
Ainsi, il suffit de demontrer le theoreme lorsque R est isomorphe a unÂ Â Á Á
produit d'algebres de matrices sur K. La proposition resulte alors duÁ Â
lemme 4.3 qui suit.
LEMME 4.3. Soient n , . . . , n des entiers positifs et R s  s R ouÁ1 s is1 i
 .R , M K pour 1 F i F s. Soit f un pseudo-caractere de R. Alors, il existeÁi n i
des entiers positifs a , . . . , a , a¨ec a F p y 1 pour 1 F i F s, si K est de1 s i
caracteristique p strictement positi¨ e, tels que f s a Tr , ou Tr est leÂ Ái i i
caractere de la projection R ª R . On a alors dim f s a n .Á i i i
Preu¨e. Soit e un idempotent primitif de R pour 1 F i F s. Puisque fi i
 .  . .est une fonction centrale, on a f s  f e Tr . On a S f e , . . . , e si i kq1 i i
  ..  . P f e s 0. Ainsi, d'apres le corollaire 3.2, on a f e g 0, . . . ,Ákq1 i i
41 ? dim f .K
 4Soit p la caracteristique de K. Soient a les entiers tels que pourÂ i 1F iF s
 .tout i, f e s 1 ? a et 0 F a F p y 1 si p ) 0. D'apres le lemme 2.8,Ái K i i
 .on a dim f s  dim a Tr . D'apres le corollaire 3.3, on a en outreÁi i
 .dim a Tr s a n , d'ou le resultat.Á Âi i i i
COROLLAIRE 4.4. Supposons que toute algebre centrale simple sur K estÁ
 .isomorphe a une algebre de matrices par exemple, K algebriquement clos .Á Á Â
Soit f un pseudo-caractere absolument irreductible de dimension n de R dansÁ Â
Ã 2K. Alors, Rrker f est isomorphe a une algebre de matrices de dimension nÁ Á
sur K et f est le caractere de la representation absolument irreductible R ªÁ Â Â
ÃRrker f.
Dans le cas ou K est un corps algebriquement clos de caracteristiqueÁ Â Â
w xnulle, R. Taylor Tay, theoreme 1 a montre que tout pseudo-caractere estÂ Á Â Á
le caractere d'une representation.Á Â
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Á5. PSEUDO-CARACTERES SUR UN ANNEAU
Nous supposons ici que A est un anneau commutatif.
Si S est une A-algebre d'Azumaya et r, r9 deux representations de RÁ Â
dans S, on dit que r et r9 sont equi¨ alentes si il existe un A-automor-Â
phisme t de S tel que r9 s tr. Notons que si A est semi-local plus
 . .generalement si Pic A s 0 , alors tout A-automorphisme de S estÂ Â
interieur, c'est-a-dire, deux representations equivalentes sont conjugueesÂ Á Â Â Â
w xKn-Oj, Chapitre IV, proposition 1.2 .
THEOREME 5.1. Soit f un pseudo-caractere de R tel que pour tout idealÂ Á Á Â
maximal m de A, si f designe le pseudo-caractere correspondant de R mÂ Ám A
ÃArm, alors f est absolument irreductible et dim f s dim f. Alors, Rrker fÂm m
 .2est une algebre d' Azumaya de rang dim f sur A et f est la trace reduite deÁ Â
Ãla representation r : R ª Rrker f. En outre, si r est une representation de RÂ Âf
 .2dans une algebre d' Azumaya de rang dim f sur A, de trace reduite f , alorsÁ Â
r est equi¨ alente a r .Â Á f
ÃPreu¨e. On peut d'emblee supposer ker f s 0. Soit n s dim f.Â
Soit m un ideal maximal de A, B s A et k le corps residuel de B.Â Âm
w xSoit B9 un henselise strict de B Ray, Chapitre VIII, §2 : c'est unÂ Â
anneau local henselien extension locale fidelement plate de B, de corpsÂ Á
residuel k9 une cloture separable de k. Soit m9 son ideal maximal. SoitÂ Ã Â Â
R9 s R m B et f 9 s f m id le pseudo-caractere de R9 etendant f. On a,Á ÂB
d'apres le lemme 2.9, dim f 9 s dim f et dim f 9 s dim f ou f et f 9Á Á
designent les pseudo-caracteres de R s R m k et R m k9 deduites de f.Â Á Â
D'apres le theoreme 4.2, puisque f s f est absolument irreductible, laÁ Â Á Âm
2Ã Ã .k-algebre Rrker f est centrale simple de dimension n , donc Rrker f mÁ k
2 wk9 est une algebre de matrices de dimension n sur k9 Bki2, ChapitreÁ
ÃxVIII, §10, corollaire 3 . D'apres la proposition 2.11, on a R9rker f 9 ,Á
Ã .Rrker f m k9.k
Soient e , . . . , e des idempotents de R9 deux a deux orthogonauxÁ1 n Ãd'images dans R9rker f 9 des idempotents non nuls deux a deux orthogo-Á
naaux. On a alors 1 s e q ??? qe . En effet, sinon e , . . . , e , 1 y1 n 1 n
 .e q ??? qe sont n q 1 idempotents deux a deux orthogonaux non nulsÁ1 n
de R9, ce qui est impossible d'apres le lemme 2.14.Á
w xSuivant Bki3, Chapitre III, §4, exercice 5 , il existe des elements e ,Â Â i j
1 F i, j F n de R9 tels que e e s d e et e s e . Soit S la sous-algebreÁi j hk jh ik i i i
 .de R9 engendree par les e . Si n s 1, on a x s f 9 x 1 , pour tout x g R9,Â i j R9
d'apres le lemme 2.13, c'est-a-dire, R9 s S. Sinon, pour i / j, on a e2 s 0Á Á i j
 .  .d'ou f 9 e est nilpotent lemme 2.6 . Soit I l'ideal de A engendre par lesÁ Â Âi j
 .f 9 e pour i / j. C'est un ideal nilpotent, puisque engendre par unÂ Âi j
nombre fini d'elements nilpotents. Soient x g R9, i , . . . , i tels queÂ Â 1 n
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 4  4i , . . . , i s 1, . . . , n et x s e , . . . , x s e , x s xe . D'apresÁ1 n 1 i i ny1 i i n i1 2 ny1 n 1
le lemme 2.12, on a
ny1 ny1
je xe q xe q y1 f 9 xe e g I R9 .  . i i i i i i i i i ij n 1 j 1 n 1 j j n
js2 js1
d'ou, en multipliant a droite par e ,Á Á i in 1
ny1
jxe q y1 f 9 xe e g I R9. .  .i i i i i1 1 j j 1
js1
Par consequent, xe g S q I R9. Alors, x g S q I R9. On a ainsi R9 sÂ i1
S q I R9. Comme I est nilpotent, on a finalement R9 s S, c'est-a-dire,Á
R9 est une algebre de matrices de dimension n2 sur B9. Par consequent,Á Â
R m A est une A -algebre d'Azumaya, puisque elle devient isomorphe aÁ Ám m
une algebre de matrices apres extension fidelement plate des scalairesÁ Á Á
w xKn-Oj, Chapitre III, theoreme 6.6 .Â Á
On a ainsi montre que pour tout ideal maximal m de A, la A -algebreÂ Â Ám
R m A est une algebre d'Azumaya de rang n2. Par consequent, R est uneÁ Âm
algebre d'Azumaya de rang n2 sur A.Á
Pour la derniere partie du theoreme, on peut supposer que R est uneÁ Â Á
A-algebre d'Azumaya de rang n2 et que f est un pseudo-caractere fideleÁ Á Á
de R. Alors, r : R ª S, ou S est une A-algebre d'Azumaya de rang n2 estÁ Á
 .injectif, puisque Trd r s f est fidele. Le theoreme est alors prouve, carÁ Â Á Â
tout A-monorphisme w entre deux A-algebres d'Azumaya S et S deÁ 1 2
meme rang est un isomorphisme.Ã
w xEn effet, il resulte de Kn-Oj, Chapitre III, corollaire 5.3 que l'applica-Â
 .  .wS1.tion w S m S ª S , a m b ¬ ab est un isomorphisme. Or,1 2 2
wS .1 .  .  .S s Z S s A, d'ou w S s S , i.e., w est un isomorphisme.Á2 2 1 2
Un cas particulier du theoreme precedent est le resultat suivant, quiÂ Á Â Â Â
repond a une question de J.-P. Serre et est du sous une forme nonÂ Á Ã
. w xconstructive a L. Nyssen Ny :Á
COROLLAIRE 5.2. Supposons A henselien local de corps residuel k et soit fÂ Â
un pseudo-caractere de R tel que le pseudo-caractere residuel f de R m k est leÁ Á Â
caractere d'une representation absolument irreductible r de R m k dans uneÁ Â Â
Ãalgebre de matrices sur k. Alors, l'algebre Rrker f est isomorphe a une algebreÁ Á Á Á
Ãde matrices sur A et la representation R ª Rrker f est de caractere f et rele¨eÂ Á Á
la representation r.Â
w xOn retrouve alors les resultats suivants Se, theoremes 1 et 4 :Â Â Á
 .Soit r une representation absolument irreductible i.e. surjective de RÂ Â
dans une A-algebre d'Azumaya S de rang n2.Á
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COROLLAIRE 5.3. Soit r9 une representation de R dans une algebreÂ Á
d' Azumaya S9 de rang n2. Si r et r9 ont meme trace reduite, alors il existe unÃ Â
isomorphisme de S sur S9 qui en¨oie r sur r9.
COROLLAIRE 5.4. Soit A9 un sous-anneau de A tel que tout ideal maximalÂ
de A9 est de la forme m l A9 ou m est un ideal maximal de A. Soit R9 uneÁ Â
 . .A9-sous-algebre de R telle que R s AR9. Si Trd r x g A9 pour toutÁ
x g R9, alors la restriction de r a R9 est une representation absolumentÁ Â
irreductible de R9 dans une A9-algebre d' Azumaya S9 de rang n2, telle queÂ Á
S9 m A , S.A9
Â6. DEFORMATIONS
Nous prouvons ici l'existence de deformations universelles de pseudo-Â
caracteres absolument irreductibles. On en deduit l'existence de deforma-Á Â Â Â
tions universelles de representations absolument irreductibles.Â Â
Lorsque k est un corps fini et R l'algebre de groupe d'un groupe profiniÁ
} avec une condition de finitude F }, B. Mazur a prouve, a l'aide duÂ Áp
 . w xcritere de pro- representabilite de Schlessinger Sch, theorem 2.11 , l'ex-Á Â Â
istence de telles deformations, dans la categorie des anneaux locauxÂ Â
w xnoetheriens complets de corps residuel k Ma, proposition 1 . En outre, ilÂ Â
est prouve l'existence de deformations formelles pour des representationsÂ Â Â
non absolument irreductibles.Â
w < xSoit n un entier. Soit T la A-algebre A X r g R rI ou I est l'idealÁ Á Ân r
engendre par X q X y X , X X y X , pour r, s g R et a g A et parÂ r s rqs a r ar
« s X ??? X . a . . . a a . . . a1 1 r r1 n 1 n1 rsgS nq1
 .  .pour a , . . . , a g R et ou s s 1 , . . . , 1 ??? r , . . . , r est decomposeÁ Â Â1 nq1 1 n 1 n1 r
en produit de cycles disjoints.
On note Y s Spec T . La surjection canonique T ª T cf. proposi-n n nq1 n
.tion 2.3 induit un plongement Y ª Y .n nq1
Supposons A local de corps residuel k. La donnee d'un pseudo-caractereÂ Â Á
de R m k dans k de dimension au plus n correspond bijectivement a laÁ
donnee d'un point k-rationnel de Y .Â n
ÄSoit f un pseudo-caractere absolument irreductible de dimension n deÁ Â
R m k dans k et x le point k-rationnel de Y associe. Soit A s OÂ Än f Y , xn
l'anneau local en x et f le pseudo-caractere R m A ª A associe. NotonsÁ ÂÄ Äf f
Äque le pseudo-caractere residuel f : R m k ª k donne par f est egal a f.Á Â Â Â Á
On a alors:
ÄPROPOSITION 6.1. La deformation f : R m A ª A de f est uni¨ erselle,Â Ä Äf f
i.e., pour toute A-algebre locale B de corps residuel k, pour tout pseudo-Á Â
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Äcaractere g de dimension n de R m B dans B telle que g s f , il existe unÁ
unique morphisme local i: A ª B de A-algebres tel que g est obtenu a partirÁ ÁÄf
de f en etendant les scalaires a tra¨ers i.Â Á
Soit r une representation absolument irreductible de R dans uneÄ Â Â
ÄA-algebre centrale simple, de trace reduite f. On note r la representationÁ Â Â
Ãde R m A donnee par la surjection canonique R m A ª R m A rker f.ÂÄ Ä Äf f f
Suivant Mazur, on dit que deux representations r et r dans uneÂ 1 2
algebre d'Azumaya S sur un anneau local de corps residuel F sontÁ Â
strictement equi¨ alentes si il existe un automorphisme t de S tel queÂ
r s tr et t induit l'identite sur l'algebre S m F.Â Á2 1
COROLLAIRE 6.2. La representation r est une deformation uni¨ erselle deÂ Â
r, i.e., pour toute A-algebre locale B de corps residuel k, pour toute represen-Ä Á Â Â
tation r9 de R m B dans une B-algebre d' Azumaya de rang n2 telle queÁ
r9 s r, il existe un unique morphisme local i: A ª B de A-algebres tel queÄ ÁÄf
r9 est strictement equi¨ alente a la representation de R m B obtenue a partir deÂ Á Â Á
r en etendant les scalaires a tra¨ers i.Â Á
ÃSupposons A noetherien et soit A la completion de A . Alors, laÂ ÂÄf f
Ãrepresentation r de R m A est une representation dans une algebre deÂ Ã Â ÁÄf
2 Ãmatrices de rang n sur A et r s r. Ainsi, la representation r est uneÃ Ä Â ÃÄf
deformation universelle de r dans la categorie des A-algebres localesÂ Ä Â Á
noetheriennes completes de corps residuel k. Par consequent, dans laÂ Á Â Â
 .situation etudiee par Mazur cf. ci-dessus , la representation r est canon-Â Â Â Ã
iquement isomorphe a la deformation universelle de Mazur car une telleÁ Â
deformation universelle est unique a isomorphisme canonique pres, cf.Â Á Á
w x.Ma, proposition 1 .
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